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Uvod
Robert Simson (14.listopada 1687. - 1.listopada 1768.) bio je sˇkotski matematicˇar i profe-
sor matematike na Sveucˇilisˇtu u Glasgowu. Bio je najstariji sin od sedamnaestero musˇke
djece, od kojih je samo njih sˇest dozˇivjelo odraslu dob. Kao student teologije, po zˇelji
svoga oca, okrenuo se matematici jer je smatrao da su argumenti koje teolozi koriste neko-
enzistentni i spekulativni.
Sˇkolovao se na Sveucˇilisˇtu u Glasgowu i diplomirao M.A. Njegov glavni doprinos u dijelu
matematike je njegov prijevod Euklidovih elemenata i njegova rekonstrukcija izgubljenih
djela Eulkida i Apolonija. [7].
Simsonov teorem pripisuje se mozˇda pogresˇno Robertu Simsonu jer postoje zapisi koji
pokazuju da je taj teorem dokazao ustvari William Wallace, josˇ jedan sˇkotski matematicˇar
roden u godini smrti R. Simsona. Poznato je da je Wallace objavio dokaz tog teorema
1799. godine, no ne postoje zapisi koji tvrde da je nastavio Simsonova proucˇavanja. [4].
U ovom diplomskom radu bavit c´emo se Simsonovim pravcem, svojstvima i nekim njego-
vim poopc´enjima. Na pocˇetku rada iskazˇemo i dokazˇemo teorem o Simsonovom pravcu.
Upoznat c´emo se i s drugim skupom kolinearnih tocˇaka kojeg vezˇemo uz Simsonov pravac,
a to je Steinerov pravac. Zatim promatramo medusoban odnos Simsonovog pravca i Ste-
inerovog pravca, nakon cˇega c´emo istrazˇiti razna svojstva tih pravaca. Tada c´emo pokazati
i u kakvom su medusobnom odnosu Simsonovi pravaci dviju tocˇaka kruzˇnice opisane tro-
kutu te kada c´e oni biti okomiti. Pri kraju rada definirat c´emo poopc´eni Simsonov pravac
te promatrati kut Simsonovog pravca i poopc´enog Simsonovog pravca. Na samom kraju
rada promatramo Simsonove pravce svakog od vrhova tetivnog cˇetverokuta.
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Poglavlje 1
Simsonov pravac
Jedan od najzanimljivijih teorema vezanih uz trokut i proizvoljnu tocˇku kruzˇnice opisane
tom trokutu je svakako sljedec´i teorem.
Teorem 1.1 (Simsonov teorem). Neka je dan trokut ABC i njemu opisana kruzˇnica k. Neka
je P tocˇka kruzˇnice k i neka su tocˇke P1, P2, P3 ortogonalne projekcije tocˇke P na pravce
BC, AC i AB redom. Tada su tocˇke P1, P2 i P3 kolinearne.
Dokaz. Teorem dokazujemo prvo za sˇiljastokutan trokut, zatim za pravokutan i tupokutan
trokut.
 Pretpostavimo da je trokut ABC sˇiljastokutan i da je P proizvoljna tocˇka kruzˇnice k.
Razlikujemo slucˇajeve:
Slika 1.1: Ortogonalne projekcije tocˇke P na stranice trokuta ABC
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Neka je P jednaka jednoj od tocˇaka A, B,C. Ako je P = A onda je ortogonalna projek-
cija tocˇke P na pravce CA i AB ta tocˇka, tj. P2 = A i P3 = A.
P1, ortogonalna projekcija tocˇke P na pravac BC, je tocˇka na stranici BC. Tocˇke A i P1 su
kolinearne. Kako dvije ortogonalne projekcije ”padaju” u tocˇku A zakljucˇujemo da su P1,
P2 i P3 kolinearne.
Analogno je i za slucˇajeve kada je P = B i P = C.
Neka je P proizvoljna tocˇka kruzˇnice razlicˇita od tocˇki A, B i C. Tada je tocˇka P ili na
kruzˇnom luku ĈA, kojemu ne pripada tocˇka B, ili na kruzˇnom luku ÂB, kojemu ne pripada
tocˇka C, ili na kruzˇnom luku B̂C, kojemu ne pripada tocˇka A.
Bez smanjenja opc´enitosti pretpostavimo da tocˇka P pripada kruzˇnom luku ĈA, kojem ne
pripada tocˇka B.
Pogledajmo gdje se mogu nalaziti ortogonalne projekcije tocˇke P s obzirom na stranice
trokuta ABC. Zbog toga sˇto je tocˇka P na krac´em pripadajuc´em kruzˇnom luku ĈA tetive
CA ortogonalna projekcija tocˇke P na pravac CA nalazi se na stranici CA.
Za tocˇke P1 i P3 nismo sigurni nalaze li se na stranici trokuta ili na njezinu produzˇetku, to
ovisi o polozˇaju tocˇke P. Promatramo kruzˇnicu promjera PA. Njoj pripada tocˇka P3 zbog
toga sˇto je ^AP3P pravi kut po definiciji tocˇke P3. Tocˇka P3 mozˇe se nalaziti s jedne ili
druge strane promjera PA, tj. na stranici AB ili na njenom produzˇetku. Ako je kut ^BAP
tupi kut tocˇka P3 nalazit c´e se na produzˇetku stranice AB, a ako je kut ^BAP sˇiljasti tocˇka
P3 nalazit c´e se na stranici AB. Analogno, o kutu ^PCB ovisi da li se tocˇka P1 nalazi na
stranici BC ili na produzˇetku stranice.
Pretpostavimo da P3 nije na stranici AB trokuta ABC nego na njezinu produzˇetku. (Kao na
slici 1.1).
Dokazˇimo da vrijedi:
^P1P2P + ^PP2P3 = pi.
Tocˇka P2 ortogonalna je projekcija tocˇke P na pravac AC pa je kut ^CP2P pravi kut.
Takoder je i kut ^CP1P pravi kut zbog definicije tocˇke P1. Primijenjujuc´i obrat Taleso-
vog teorema o obodnom kutu nad promjerom kruzˇnice zakljucˇujemo da su P1, P2, P, C
konciklicˇne tocˇke jer pripadaju kruzˇnici promjera PC. Kako su P, P2, P1, C redom tocˇke
kruzˇnice vrijedi:
^P1P2P + ^PCP1 = pi. (1.1)
Znamo da su P, A, B,C redom tocˇke opisane kruzˇnice trokuta ABC pa vrijedi:
^BAP + ^PCB = pi. (1.2)
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Slika 1.2: Kruzˇnice promjera PC i PA
Tocˇka P1 nalazi se na pravcu BC pa vrijedi: ^PCB = ^PCP1. Tada je
^BAP + ^PCP1 = pi. (1.3)
Iz relacija 1.1 i 1.3 slijedi:
^P1P2P = ^BAP. (1.4)
Tocˇke P2 i P3 ortogonalne su projekcije tocˇke P na pravce AC i AB pa su kutovi ^PP2A i
^PP3A pravi kutovi te znamo da tocˇke P2, P3, P, A pripadaju kruzˇnici promjera PA prema
obratu Talesovog teorema o obodnom kutu nad promjerom kruzˇnice.
Znamo da su obodni kutovi nad istim kruzˇnim lukom jednake velicˇine, sˇto primijenjujemo
na kruzˇni luk P̂P3:
^PAP3 = ^PP2P3. (1.5)
Kako je tocˇka P3 ortogonalna projekcija tocˇke P na pravac AB znamo da su tocˇke A, B i
P3 kolinearne i vrijedi:
^PAP3 + ^BAP = pi. (1.6)
Iz relacija 1.4 i 1.6 slijedi:
^PAP3 + ^P1P2P = pi.
Primijenimo li na to josˇ i 1.5 imamo:
^PP2P3 + ^P1P2P = pi.
Cˇime smo dokazali da su tocˇke P1, P2, P3 kolinearne.
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Slika 1.3: Teorem 1.1 u slucˇaju pravokutnog trokuta ABC
 Pretpostavimo sada da je trokut ABC pravokutan za pravi kut ^ABC.
Kada je tocˇka P jednaka jednoj od tocˇaka A, B,C imamo analogan slucˇaj kao za sˇiljastokutan
trokut. Neka je P tocˇka kruzˇnice razlicˇita od tocˇki A, B,C. Tocˇke A, B,C dijele kruzˇnicu
na tri kruzˇna luka pa c´emo promatrati da je tocˇka P na svakom od tih kruzˇnih lukova.
Neka je P tocˇka kruzˇnice opisane trokutu ABC na kruzˇnom luku ĈA, kojem ne pripada
tocˇka B. Taj kruzˇni luk dulji je od svih kruzˇnih lukova koje imamo kod sˇiljastokutnog
trokuta. Ponovno ovisno o vrsti kutova ^BAP i ^PCB znamo pripadaju li tocˇke P1 i P3
stranicama trokuta. Neka je P3 na produzˇetku stranice AB.
Potrebno je dokazati jednakost: ^PP2P3 + ^P1P2P = pi.
Tocˇke P1, P2, P,C redom su tocˇke kruzˇnice promjera PC pa vrijedi:
^P1P2P + ^PCP1 = pi. (1.7)
Tocˇke P, A, B,C redom su konciklicˇke tocˇke kruzˇnice te vrijedi:
^BAP + ^PCB = pi. (1.8)
Kako je P1 na stranici BC te iz 1.7 i 1.8 slijedi:
^P1P2P = ^BAP. (1.9)
Tocˇke P2, P3, P, A su konciklicˇke pa promatramo obodne kutove nad lukom P̂P3:
^PAP3 = ^PP2P3. (1.10)
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Kako su P3, A, B kolinearne imamo:
^PAP3 + ^BAP = pi. (1.11)
Iz relacija 1.9 i 1.11 na koje primijenimo relaciju 1.10 slijedi:
^PP2P3 + ^P1P2P = pi
pa mozˇemo zakljucˇiti da su tocˇke P1, P2, P3 kolinearne.
Neka je P tocˇka kruzˇnice opisane trokutu ABC na kruzˇnom luku ÂB, kojem ne pripada
tocˇka C.
Potrebno je dokazati jednakost: ^PP3P2 + ^P1P3P = pi.
Tocˇke P, P3, P2, A redom su tocˇke kruzˇnice promjera PA pa vrijedi:
^PAP2 + ^PP3P2 = pi. (1.12)
Tocˇke P, B,C, A redom su konciklicˇke tocˇke kruzˇnice te vrijedi:
^PAC + ^CBP = pi. (1.13)
Zbog toga sˇto je P2 kolinearna s A i C te iz 1.12 i 1.13 slijedi:
^PP3P2 = ^CBP. (1.14)
Tocˇke P, P1, B, P3 su konciklicˇke pa promatramo obodne kutove nad lukom P̂P1:
^PP3P1 = ^PBP1. (1.15)
Kako su P1, B,C kolinearne imamo:
^PAP3 + ^BAP = pi. (1.16)
Iz relacija 1.14 i 1.16 na koje primijenimo relaciju 1.15 slijedi:
^PP3P2 + ^P1P3P = pi
pa mozˇemo zakljucˇiti da su tocˇke P1, P2, P3 kolinearne.
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Neka je P tocˇka kruzˇnice opisane trokutu ABC na kruzˇnom luku BC, kojem ne pripada
tocˇka A.
Potrebno je dokazati jednakost: ^P3P1P + ^PP1P2 = pi koja se dokazuje na slicˇan nacˇin
kao i prethodni slucˇaj.
Slika 1.4: Teorem 1.1 u slucˇaju tupokutnog trokuta ABC
 Pretpostavimo sada da je trokut ABC tupokutan za tupi kut ^ABC.
Kada je tocˇka P jednaka jednoj od tocˇaka A, B,C imamo analogan slucˇaj kao za sˇiljastokutan
trokut. Neka je P tocˇka kruzˇnice razlicˇita od tocˇki A, B,C. Tocˇke A, B,C dijele kruzˇnicu
na tri kruzˇna luka pa ponovno promatramo ta tri slucˇaja.
Neka je P tocˇka kruzˇnice opisane trokutu ABC na kruzˇnom luku ĈA, kojem ne pripada
tocˇka B. U ovom slucˇaju ovisno o polozˇaju tocˇke P mozˇe se dogoditi da sve ortogonalne
projekcije budu na produzˇetcima stranica trokuta. Dokaz se provodi na analogan nacˇin kao
i za slucˇaj pravokutanog trokuta kada je P tocˇka kruzˇnog luka ĈA kojem ne pripada tocˇka
B.
Neka je P tocˇka kruzˇnice opisane trokutu ABC na kruzˇnom luku AB, kojem ne pripada
tocˇka C ili Neka je P tocˇka kruzˇnice opisane trokutu ABC na kruzˇnom luku BC, kojem ne
pripada tocˇka A. Dokazi se provode analogno kao i za pravokutan trokut gdje samo jadna
od ortogonalnih projekcija nec´e biti na stranici trokuta ABC, ovisno o polozˇaju tocˇke P.
Time je teorem dokazan za sva tri slucˇaja. 
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Prethodni teorem dokazali smo za sˇiljastokutan, pravokutan i tupokutan trokut te smo vi-
djeli da dokaz teorema ne ovisi o vrsti trokuta. Zbog toga c´emo u nastavku rada promatrati
samo sˇiljastokutne trokute, a dokazi za pravokutne i tupokutne trokute provode se ana-
logno.
Definicija 1.2 (Simsonov pravac). Pravac kojemu pripadaju ortogonalne projekcije P1,
P2 i P3 tocˇke P kruzˇnice opisane trokutu ABC na pravce BC,CA, AB redom nazivamo
Simsonov pravac tocˇke P u odnosu na trokut ABC i oznacˇavamo ga sP.
Napomena. U nastavku rada koriste se uvijek iste oznake. Tocˇke P1, P2, P3 su ortogonalne
projekcije tocˇke P na pravce BC,CA, AB, redom.
Iskazˇimo sada obrat teorema 1.1.
Teorem 1.3. Neka je ABC dani trokut, P neka tocˇka te ravnine i neka su tocˇke P1, P2, P3
ortogonalne projekcije tocˇke P na pravce BC,CA, AB redom. Ako su tocˇke P1, P2, P3 koli-
nearne, onda tocˇka P pripada kruzˇnici opisanoj trokutu ABC.
Slika 1.5: P je tocˇka ravnine ABC
Dokaz. Pretpostavimo situaciju kao na slici 1.5.
Neka je trokut ABC sˇiljastokutan i neka je P tocˇka ravnine sa suprotne strane tocˇke B s ob-
zirom na pravac CA. Neka se tocˇka P3 ne nalazi na stranici AB nego na njezinu produzˇetku,
a tocˇke P1 i P2 redom na stranicama BC i CA. Slicˇno se teorem dokazuje i u ostalim situ-
acijama.
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Tocˇke P, P3, A, P2 su redom konciklicˇke tocˇke jer pripadaju kruzˇnici promjera PA pa mozˇemo
primijeniti teorem o obodnim kutovima nad lukom P̂3A:
^P3PA = ^P3P2A.
Kako su tocˇke P1, P2, P3 kolinearne, kutovi ^P3P2A i ^P1P2C imaju zajednicˇki vrh te im
krakovi pripadaju istim pravcima (Simsonov pravac i pravac CA) pa zakljucˇujemo da su ti
kutovi vrsˇni te vrijedi:
^P3P2A = ^P1P2C.
Tocˇke P, P2, P1,C su redom konciklicˇke tocˇke jer pripadaju kruzˇnici promjera PC pa mozˇemo
primijeniti teorem o obodnim kutovima nad lukom P̂1C:
^P1P2C = ^P1PC.
Sada imamo jednakost kutova:
^P1PC = ^P1P2C = ^P3P2A = ^P3PA.
Tocˇke P, P3, B, P1 su redom konciklicˇke tocˇke jer pripadaju kruzˇnici promjera PB pa vri-
jedi:
^P3PP1 + ^P1BP3 = pi. (1.17)
Uocˇimo:
^P3PC = ^P3PP1 + ^P1PC = ^P3PA + ^APC. (1.18)
Koristec´i se jednakosˇc´u kutova ^P3PA = ^P1PC te relacijom 1.18 zakljucˇujemo da je
^P3PP1 = ^APC. Kada na relaciju 1.17 primijenimo prethodnu jednakost imamo:
^APC + ^P1BP3 = pi.
Tocˇka P3 pripada pravcu AB, a tocˇka P1 pravcu BC pa je:
^P3BP1 = ^ABC,
te vrijedi:
^APC + ^ABC = pi
cˇime smo dokazali da su tocˇke P, A, B,C konciklicˇke.
Dakle, ako su ortogonalne projekcije P1, P2, P3 kolinearne onda je P tocˇka kruzˇnice opi-
sane trokutu ABC. 
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Sada mozˇemo izrec´i i konacˇan zakljucˇak o Simsonovom prvacu.
• Dane su nekolinearne tocˇke A, B,C i tocˇka P. Neka su tocˇke P1, P2, P3 ortogonalne
su projekcije tocˇke P na pravce BC,CA, AB, redom. Tocˇke P1, P2, P3 kolinearne ako
i samo ako je P tocˇka kruzˇnice k opisane trokutu ABC.
Iz dokaza teorema 1.1 je jasno da Simsonov pravac mozˇemo definirati i na drukcˇiji nacˇin.
• Neka je dana kruzˇnica k i neka tocˇka P kruzˇnice k. Povucimo tocˇkom P tri razlicˇite
tetive PA, PB, PC. Konstruiramo tri kruzˇnice ka, kb, kc kojima su spomenute tetive
promjeri. Te tri kruzˇnice prolaze tocˇkom P i sijeku se u parovima u josˇ tri kolinearne
tocˇke. Pravac kojemu pripadaju te tocˇke naziva se Simsonov pravac.
Teorem 1.4. Neka je P proizvoljna tocˇka kruzˇnice opisane trokutu ABC. Neka su tocˇke
P1, P2, P3 ortogonalne projekcije tocˇke P na pravce BC,CA, AB redom.
Tada vrijedi: |PA| · |PP1| = |PB| · |PP2| = |PC| · |PP3| = 2Rd, gdje je R radijus opisane
kruzˇnice, a d udaljenost tocˇke P od Simsonovog pravca sP. Pravac kojemu pripadaju te tri
tocˇke nazivamo Simsonov pravac.
Slika 1.6: Teorem 1.4 u slucˇaju sˇiljastokutnog trokuta
Dokaz. Promotrimo situaciju kao na slici 1.6. Neka je P tocˇka kruzˇnice opisane trokutu
ABC na kruzˇnom luku ĈA, kojem ne pripada tocˇka B te neka je P3 na produzˇetku stranice
AB. Neka je tocˇka N ortogonalna projekcija tocˇke P na Simsonov pravac sP.
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Uocˇimo trokute PBP3 i PCP2 i njihove kutove.
Tocˇke A, B,C, P redom su konciklicˇke tocˇke kruzˇnice opisane trokutu ABC pa mozˇemo
primijeniti teorem o obodnim kutovima nad kruzˇnim lukom P̂A te imamo: ^PBA = ^PCA.
Zbog toga sˇto P3 pripada pravcu AB imamo: ^PBA = ^PBP3 i P2 pripada pravcu CA pa
imamo: ^PCA = ^PCP2 stoga vrijedi jednakost kutova ^PBP3 = ^PCP2.
Tocˇke P2 i P3 su ortogonalne projekcije tocˇke P na pravce CA i AB pa znamo da su ^BP3P
i ^CP2P pravi kutovi. Trokuti PBP3 i PCP2 imaju sve kutove jednakih velicˇina pa za-
kljucˇujemo da su slicˇni po K-K-K poucˇku o slicˇnosti trokuta.
Zbog slicˇnosti trokuta vrijedi razmjer
|PB|
|PC| =
|PP3|
|PP2|
odnosno
|PB| · |PP2| = |PC| · |PP3|. (1.19)
Promotrimo sada trokute PAP2 i PBP1.
Analogno pokazˇemo da vrijedi: ^P2AP = ^P1BP i da su ^PP1B i ^PP2A pravi kutovi te
zakljucˇujemo da su trokuti PAP2 i PBP1 slicˇni.
Zbog slicˇnosti trokuta PAP2 i PBP1 vrijedi:
|PB|
|PA| =
|PP1|
|PP2|
odnosno
|PB| · |PP2| = |PA| · |PP1|. (1.20)
Iz relacija 1.19 i 1.20 slijedi:
|PA| · |PP1| = |PB| · |PP2| = |PC| · |PP3|. (1.21)
Oznacˇimo sada s d udaljenost tocˇke P od Simsonovog pravca sP, d = |PN |. Uocˇimo trokute
PNP3 i PP2A. Imamo jednakost kutova ^PP2A = ^PNP3 = pi2 po definiciji tocˇaka N i P2.
Tocˇke P, P3, A, P2 su konciklicˇke tocˇke kruzˇnice promjera PA pa imamo jednakost obodnih
kutova nad kruzˇnim lukom P̂P2: ^P2AP = ^P2P3P = ^NP3P jer je N tocˇka Simsonovog
pravca, tj. tocˇke P3,N, P2 su kolinearne. Zakljucˇujemo da su trokuti PNP3 i PP2A slicˇni
po K-K-K poucˇku o slicˇnosti trokuta.
Zbog slicˇnosti trokuta PNP3 i PP2A vrijedi:
|PP3|
|PA| =
|PN |
|PP2|
odnosno
|PP3| · |PP2| = |PA| · |PN |. (1.22)
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Neka je C′ dijametralno suprotna tocˇka tocˇki C na kruzˇnici opisanu trokutu ABC, dakle
|CC′| = 2R.
Promotrimo trokute C′PC i PP1B.
Kut ^C′PC je kut nad promjerom opisane kruzˇnice pa iz toga slijedi: ^C′PC = pi2 . Kako
je P1 ortogonalna projekcija tocˇke P na pravac BC znamo da je ^PP1B pravi kut. Tocˇke
P,C′, B,C su konciklicˇke tocˇke te je P1 tocˇka pravca BC pa primjenjujemo teorem o obod-
nim kutovima nad kruzˇnim lukom P̂C: ^CC′P = ^CBP = ^P1BP. Trokuti C′PC i PP1B
su slicˇni po K-K-K poucˇku o slicˇnosti trokuta.
Zbog slicˇnosti trokuta C′PC i PP1B vrijedi:
|PB|
|CC′| =
|PP1|
|PC|
odnosno
|PB| · |PC| = |CC′| · |PP1|.
Kako su C i C′ dijametralno suprotne tocˇke opisane kruzˇnice slijedi |CC′| = 2R te pret-
hodnu jednakost mozˇemo pisati:
|PB| · |PC| = 2R · |PP1|. (1.23)
Mnozˇec´i relacije 1.22 i 1.23 dobivamo
|PP3| · |PP2| · |PB| · |PC| = |PA| · |PN | · 2R · |PP1|.
Zbog komutativnosti to mozˇemo zapisat:
|PB| · |PP2| · |PC| · |PP3| = |PA| · |PP1| · 2R · |PN |.
Kako je |PB| · |PP2| = |PA| · |PP1| te |PC| · |PP3| = |PA| · |PP1| imamo:
|PA| · |PP1| · |PA| · |PP1| = |PA| · |PP1| · 2R · |PN |.
Sada mozˇemo prethodnu jednakost podijeliti s |PA · |PP1| nakon cˇega imamo:
|PA| · |PP1| = 2R|PN |
koristec´i relaciju 1.21 i |PN | = d konacˇno dobivamo
|PA| · |PP1| = |PB| · |PP2| = |PC| · |PP3| = 2Rd.
Analogno se teorem dokazuje i u ostalim slucˇajevima. 
Poglavlje 2
Steinerov pravac
Slijedec´i teorem rec´i c´e nesˇto visˇe o josˇ nekim tocˇkama koje ovise o izboru tocˇke P
kruzˇnice opisane danom trokutu.
Teorem 2.1. Neka tocˇka P pripada kruzˇnici k opisanoj trokutu ABC. Neka su Q1,Q2,Q3
tocˇke simetricˇne tocˇki P s obzirom na pravce BC, AC, AB redom. Tada su tocˇke Q1, Q2, Q3
kolinearne.
Slika 2.1: Steinerov pravac tocˇke P s obzirom na trokut ABC
13
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Dokaz. Neka je P tocˇka kruzˇnice opisane trokutu ABC razlicˇita od A, B,C.
Sjetimo se: P1, P2, P3 su ortogonalne projekcije tocˇke P na pravce BC,CA, AB redom i
uocˇimo da je
P1 polovisˇte duzˇine PQ1,
P2 polovisˇte duzˇine PQ2,
P3 polovisˇte duzˇine PQ3.
Promatramo homotetiju Φ sa sredisˇtem u tocˇki P i koeficijentom 2.
Tocˇke Q1, Q2, Q3 slike su tocˇaka P1, P2, P3 pri djelovanju homotetije Φ.
Prema teoremu 1.1 znamo da su tocˇke P1, P2, P3 kolinearne na Simsonovom pravcu sP.
Dakle, tocˇke Q1, Q2, Q3 su kolinearne, pripadaju pravcu koji je slika pravca sP pri djelo-
vanju homotetije Φ.
Dodatno, Simsonov pravac i pravac kojemu pripadaju tocˇke Q1,Q2,Q3 su paralelni jer
homotetija preslikava pravac u njemu paralelan pravac. 
Definicija 2.2. Pravac kojem pripadaju tocˇke Q1,Q2,Q3 simetricˇne tocˇki P kruzˇnice opi-
sane trokutu ABC s obzirom na pravce BC,CA, AB redom nazivamo Steinerovim pravcem
tocˇke P s obzirom na trokut ABC i oznacˇavamo ga s dP.
Napomena. Nakon sˇto smo definirali pravac kojemu pripadaju tocˇke Q1,Q2,Q3 mozˇemo
rec´i da su Simsonov pravac i Steinerov pravac tocˇke P s obzirom na trokut ABC medusobno
paralelni, sp ‖ dP.
Teorem 2.3. Neka je P tocˇka kruzˇnice k opisane trokutu ABC. Tocˇka P1 ortogonalna je
projekcija tocˇke P na pravac BC. Neka je Q druga tocˇka presjeka pravca PP1 i kruzˇnice
k. Tada vrijedi: ^(AQ, PP1) = ^(sP, PP1), odnosno AQ ‖ sP.
Specijalno, ako je PP1 tangenta kruzˇnice k, tj. ako je Q = P takoder vrijedi AQ ‖ sP.
Dokaz. Imamo situaciju kao na slici 2.2. Neka je P tocˇka kruzˇnog luka ĈA, kojem ne
pripada tocˇka B te neka je ortogonalna projekcija tocˇke P na pravac AB na produzˇetku
stranice AB.
Tocˇke Q, A,C, P su konciklicˇke jer tocˇka Q pripada kruzˇnici kojoj pripadaju tocˇke A,C, P
po njezinoj definicji. Primjenjujemo teorem o obodnim kutovima nad kruzˇnim lukom P̂A,
pa imamo:
^PQA = ^PCA. (2.1)
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Slika 2.2: Pravac PP1 presjeca kruzˇnicu k u tocˇki Q
Tocˇke P1, P2,C, P su konciklicˇke jer pripadaju kruzˇnici promjera CP. Uocˇavamo obodne
kutove nad kruzˇnim lukom P̂P2:
^PP1P2 = ^PCP2. (2.2)
Kako P2 pripada pravcu AC vrijedi:
^PP1P2 = ^PCA. (2.3)
Iz relacija 2.1 i 2.3 imamo: ^PQA = ^PP1P2. Kutovi su jednake velicˇine i oba kuta su
s istih strana pravca kojemu pripada po jedan krak svakog od kutova pa zakljucˇujemo da
su to kutovi s paralelnim kracima, tj. da je pravac AQ paralelan Simsonovom pravcu sP,
AQ ‖ sP.
Slika 2.3: Pravac PP1 je tangenta kruzˇnice k
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Gledamo sliku 2.3 za razmatranje specijalnog slucˇaja. Neka je pravac PP1 tangenta u tocˇki
P na kruzˇnicu k. Oznacˇimo: tP je pravac tocˇkama P, P1.
Tocˇke P1, P2,C, P su konciklicˇke jer pripadaju kruzˇnici promjera CP. Primjenjujemo te-
orem o obodnim kutovima nad kruzˇnim lukom P̂P2: ^PP1P2 = ^PCP2.
Tocˇka P2 je ortogonalna projekcija na pravac AC pa vrijedi:
^PP1P2 = ^PCA.
Kruzˇnica k sadrzˇi tocˇke A,C, P, koristec´i lemu A.3 da za tangentu tP kruzˇnice k u tocˇki P
vrijedi:
^(PA, tP) = ^PCA.
Iz prethodne dvije jednakosti imamo: ^(PA, tP) = ^PP1P2, no kako je pravac PP1 tangenta
u tocˇki P na kruzˇnicu k, a tocˇka Q druga tocˇka presijeka tog pravca i kruzˇnice znamo da
je Q = P pa jednakost kutova tumacˇimo: ^(AQ, PP1) = ^(sP, PP1). Kutovi su jednake
velicˇine i oba kuta su s istih strana tangente pa zakljucˇujemo da su to kutovi s paralelnim
kracima, tj. da je pravac AQ paralelan Simsonovom pravcu sP, AQ ‖ sP. Cˇime smo
dokazali tvrdnju teorema.

Sada c´emo iskazati i dokazati lemu koja je potrebna za dokaz sljedec´eg teorema. U njoj
c´emo definirati tocˇke koje u nastavku rada cˇesto spominjemo.
Lema 2.4. Neka je H ortocentar trokuta ABC i k kruzˇnica opisana trokutu ABC. Neka
je H1 presjek pravca AH i kruzˇnice k, H2 presjek pravca BH i kruzˇnice k i H3 presjek
pravca AH i kruzˇnice k. Tada su tocˇke H1,H2,H3 simetricˇne ortocentru trokuta s obzirom
na pravce BC,CA, AB, redom.
Dokaz. Dokazat c´emo da je tocˇka H1 simetricˇna ortocentru trokuta H s obzirom na pravac
BC jer se na isti nacˇin pokazˇe i za H2 i H3.
Neka je A′ nozˇisˇte okomice iz tocˇke A na pravac BC. Analogno definiramo tocˇke B′,C′.
Kako su tocˇke A, B,H1,C konciklicˇke mozˇemo primijeniti teorem o obodnim kutovima
nad kruzˇnim lukom B̂H1 i kruzˇnim lukom Ĥ1C:
^BCH1 = ^BAH1,
^H1BC = ^H1AC.
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Slika 2.4: Tocˇke simetricˇne ortocentru s obzirom na pravce stranica trokuta pripadaju
kruzˇnici opisanoj trokutu
Uocˇimo trokute C′HA i A′HC.
Kutovi ^C′HA i ^A′HC su vrsˇni kutovi jer im krakovi pripadaju istim pravcima i imaju
zajednicˇki vrh H pa su jednakih velicˇina. Kako su C′ i A′ nozˇisˇta okomica na stranice AB
i BC slijedi: ^HC′A = ^HA′C = pi2 . Imamo dva trokuta C
′HA i A′HC cˇija su dva kuta
jednakih velicˇina pa zakljucˇujemo da vrijedi: ^C′AH = ^HCA′.
Zbog toga sˇto C′ pripada pravcu AB, a H pravcu AH1 slijedi:
^C′AH = ^BAH1.
Iz prethodne dvije jednakosti imamo:
^HCA′ = ^BAH1.
Kako je ^BCH1 = ^BAH1 i ^HCA′ = ^BAH1 slijedi da je ^BCH1 = ^HCA′.
Promotrimo sada trokute H1A′C i HA′C.
Kako je A′ nozˇisˇte okomice na stranicu BC te su H, A′,H1 kolinearni znamo da je
^HA′C = ^H1A′C = pi2 te znamo da je ^A
′CH1 = ^A′CH.
Takoder znamo da je trokutima H1A′C i HA′C stranica A′C zajednicˇka pa po K-S-K
poucˇku o sukladnosti trokuta zakljucˇujemo da su trokuti H1A′C i HA′C sukladni. Zbog
sukladnosti slijedi da je HA′ = H1A′ pa zakljucˇujemo da je tocˇka H1 simetricˇna tocˇki H s
obzirom na pravac BC.
Analogno dokazujemo simetricˇnost tocˇke H2 tocˇki H s obzirom na pravce CA i sime-
tricˇnost tocˇke H3 tocˇki H s obzirom na pravac AB. 
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Teorem 2.5. Neka je tocˇka H1 definirana kao u prethodnoj lemi. Neka je P tocˇka kruzˇnice
kojoj pripadaju tocˇke A, B,C,H1, razlicˇita od tih tocˇki te neka je Q druga tocˇka presjeka
pravca PP1 i kruzˇnice k, gdje je P1 ortogonalna projekcija tocˇke P na pravac BC. Tocˇka
Q1 simetricˇna je tocˇki P s obzirom na pravac BC.
Tada vrijedi: ^PQ1H = ^H1AQ, odnosno HQ1 ‖ AQ.
Slika 2.5: Pravac HQ1 paralelan s pravcem AQ
Dokaz. Neka je P tocˇka kruzˇnog luka ĈA kojemu ne pripada tocˇka B. Neka pravac PP1
sijecˇe kruzˇnicu opisanu trokutu ABC u dvije razlicˇite tocˇke.
Uocˇimo da je H simetricˇna tocˇki H1 s obzirom na pravac BC te da je Q1 je simetricˇna tocˇki
P s obzirom na pravac BC.
Iz toga mozˇemo uocˇiti da je pravac BC os simetrije koji preslikava:
H1 7→ H
P 7→ Q1
Q1 7→ P
Oznacˇimo presjek pravaca PH1 i HQ1 s tocˇkom L. Uocˇimo trokute LP1P i LP1Q1. Stranica
LP1 im je zajednicˇka, stranice P1P i P1Q1 su jednako duge jer su tocˇke P i Q1 simetricˇne s
obzirom na pravac BC, kutovi ^PP1L i ^Q1P1L su pravi jer je pravac PP1 kojemu pripada
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tocˇka Q1 okomit na pravac BC. Po S-K-S poucˇku o sukladnosti trokuta slijedi da su trokuti
LP1P i LP1Q1 sukladni. Zbog sukladnosti imamo jednakost kutova:
^P1Q1L = ^LPP1.
No, kako je L presijek pravaca HQ1 i H1P te kako su P, P1,Q1 kolinearne vrijedi:
^PQ1H = ^H1PQ1. (2.4)
Tocˇke H1, A, P,Q su konciklicˇke tocˇke kruzˇnice k, pa mozˇemo primijeniti teorem o jedna-
kosti obodnih kutova kruzˇnice nad kruzˇnim lukom Ĥ1Q:
^H1PQ = ^H1AQ. (2.5)
Iz relacija 2.4 i 2.5 mozˇemo zakljucˇiti:
^PQ1H = ^H1AQ
Kako je pravac BC os simetrije znamo:
PQ1 ⊥ BC
AH1 ⊥ BC
iz cˇega slijedi da je
PQ1 ‖ AH1.
Imamo jednakost kutova ^PQ1H = ^H1AQ i paralelnost pravaca PP1 ‖ AH1 pa mozˇemo
zakljucˇiti da je HQ1 ‖ AQ.
Pretpostavimo sada da je pravac PP1 tangenta na kruzˇnicu k u tocˇki P. Tada je Q = P.
Promatramo situaciju na slici 2.6.
A,H1, P su tocˇke kruzˇnice k. Za tangentu kruzˇnice k u tocˇki P koristec´i lemu A.3 vrijedi:
^(tP, PH1) = ^H1AP. (2.6)
Zbog osne simetrije imamo sukladne trokute LPP1 i LQ1P, pa vrijedi vec´ pokazana jedna-
kost kutova:
^PQ1H = ^H1PQ1. (2.7)
Koristec´i relacije 2.6 i 2.7 mozˇemo zakljucˇiti:
^PQ1H = H1AQ.
Kako je PQ1 ‖ AH1, jer je BC os simetrije, slijedi da je HQ1 ‖ AQ.
Cˇime smo dokazali teorem u slucˇaju da pravac PP1 sijecˇe kruzˇnicu u jednoj ili dvije tocˇke.

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Slika 2.6: Pravac PP1 je tangenta na kruzˇnicu k
Teorem 2.6. Tocˇka H1 definirana je kao u lemi 2.4. Neka je P tocˇka kruzˇnice kojoj pripa-
daju tocˇke A, B,C,H1, razlicˇita od tih tocˇki. Tocˇka H je ortocentar trokuta ABC, tocˇka P1
ortogonalna je projekcija tocˇke P na pravac BC. Neka je Q druga tocˇka presjeka pravca
PP1 i kruzˇnice k. Tada Steinerov pravac dP tocˇke P sadrzˇi tocˇku H.
Dokaz. Iz teorema 2.3 i teorema 2.5 imamo:
HQ1 ‖ AQ
AQ ‖ sP
odakle slijedi:
HQ1 ‖ sP.
Pravac HQ1 je paralelan sa Simsonovim pravcem sP i sadrzˇi tocˇku Q1.
Iz dokaza teorema 2.1 i definicije 2.2 znamo da je Steinerov pravac dP paralelan sa Simso-
novim pravcem sP i da sadrzˇi tocˇku Q1.
Zakljucˇujemo da je Steinerov pravac dP ustvari pravac kroz tocˇke H,Q1.
Dakle, Steinerov pravac dP sadrzˇi ortocentar H trokuta ABC ako P pripada kruzˇnici k koja
prolazi tocˇkama A, B,C,H1.

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Dokazali smo da Steinerovom pravcu bilo koje tocˇke kruzˇnice opisane trokutu pripada or-
tocentar trokuta. Promotrimo Steinerov i Simsonov pravc vrhova trokua.
Specijalano, Simsonovi pravci vrhova trokuta sijeku se u ortocentru trokuta sˇto c´emo po-
kazati u sljedec´em teoremu.
Teorem 2.7. Dan je trokut ABC i njemu opisana kruzˇnica. Simsonovi pravaci sA, sB, sC
sijeku se u ortocentru H trokuta ABC.
Slika 2.7: Simsonovi pravci vrhova trokuta ABC sijeku se u ortocentru trokuta
Dokaz. Odredimo Simsonov pravac tocˇke A. Ortogonalne projekcije tocˇke A na pravce CA
i AB su ta ista tocˇka A, ortogonalna projekcija na pravac BC je tocˇka P1 koja je ujedno i
nozˇisˇte visine iz tocˇke A na stranicu CB trokuta ABC. Dakle, Simsonovom pravcu pripada
tocˇka A i nozˇisˇte visine iz A pa zakljucˇujemo da je Simsonov pravac sA ujedno i pravac
kojemu pripada visina trokuta iz tocˇke A.
Kako smo u prethodnom teoremu dokazali da Steinerovom pravcu tocˇke kruzˇnice opisane
trokutu pripada ortocentar trokuta znamo da Steinerovom pravcu tocˇke A pripada tocˇka A
i tocˇka H.
Uocˇimo da se Simsonov pravac sA i Steinerov pravac dA poklapaju.
Na isti nacˇin definiramo Simsonov pravc sB kojemu pripada visina trokuta iz tocˇke B te
Simsonov pravc sC kojemu pripada visina trokuta iz tocˇke C. Analogno dokazˇemo da se
Simsonov pravac sB i Steinerov pravac sc poklapaju kao i pravci sC = dC.
Kako svakom od Simsonovih pravaca sA, sB, sC pripada ortocentar trokuta H zakljucˇujemo
da se sA, sB, sC sijeku u tocˇki H. 
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Promotrimo sada Simsonov i Steinerov pravac tocˇaka H1,H2 i H3.
Teorem 2.8. Neka je P tocˇka kruzˇnice k kojoj pripadaju tocˇke A, B,C,H1, gdje je H1 defi-
nirana kao u lemi 2.4. Neka je tA tangenta na kruzˇnicu k u tocˇki A.
Tada je tangenta tA u tocˇki A kruzˇnice k paralelna sa Simsonovim pravcem sH1 i Steinero-
vim pravcem dH1 .
Slika 2.8: Paralelnost Simsonovog pravca sH1 , Steinerovog pravca dH1 i tangente tA
Dokaz. Imamo situaciju kao na slici 2.8. Odredimo Simsonov pravac sH1 i Steinerov pra-
vac dH1 tocˇke H1 s obzirom na trokut ABC pa zakljucˇujemo da je P = H1.
Neka su tocˇke P1, P2, P3 ortogonalne projekcije tocˇke P na pravce BC,CA, AB te neka su
Q1,Q2,Q3 simetricˇne tocˇki P s obzirom na pravce BC,CA, AB.
Tocˇke A,H1,C pripadaju kruzˇnici k. Za tangentu tA kruzˇnice k u tocˇki A primjenom leme
A.3 vrijedi:
^(tA, AH1) = ^ACH1.
Zbog toga sˇto je H1 = P tocˇke P1, P2,C,H1 su konciklicˇke tocˇke kruzˇnice promjera CH1
pa vrijedi:
^H1P1P2 + ^P2CH1 = pi. (2.8)
Zato jer je P2 tocˇka pravca CA vrijedi:
^P2CH1 = ^ACH1. (2.9)
Iz relacija 2.8 i 2.9 imamo:
^H1P1P2 + ^ACH1 = pi. (2.10)
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Kako je P = H1 vrijedi da je Q = A jer je Q tocˇka presjeka kruzˇnice opisane trokutu ABC
i pravca okomitog na stranicu BC iz tocˇke P. Znamo da pravcu PQ, tj pravcu H1Q pripada
tocˇka P1 pa imamo:
^H1P1P2 + ^P2P1A = pi. (2.11)
Iz relacija 2.10 i 2.11 imamo:
^P2P1A = ^ACH1.
Kut ^P2P1A je kut izmedu Simsonovog pravca sH1 i pravca AP vrijedi:
^(sH1 , AP) = ^ACP.
Uocˇimo kako je ^(tA, AP) = ^ACP i ^(sH1 , AP) = ^ACP te mozˇemo zakljucˇiti da su kutovi
^(tA, AP) i ^(sH1 , AP) jednakih velicˇina. Nalaze se sa suprotnih strana pravca kojemu pri-
pada po jedan krak svakog od kutova pa zakljucˇujemo da su to kutovi s paralelnim kracima.
Tada vrijedi da je Simsonov pravac sH1 paralelan s tangentom tA.
Znamo da su Simsonov i Steinerov pravac neke tocˇke medusobno paralelni pa zakljucˇujemo
da je Steinerov pravac dH1 paralelan s tangentom tA. 
Dokazali smo da su Simsonov i Steinerov pravac tocˇke H1 paralelni s tangentom kruzˇnice
opisane trokutu ABC u tocˇki A. Na isti nacˇin bi iskazali i dokazali i da su Simsonov i
Steinerov pravac tocˇke H2 paralelni s tangentom kruzˇnice opisane trokutu ABC u tocˇki
B te da su Simsonov i Steinerov pravac tocˇke H3 paralelni s tangentom kruzˇnice opisane
trokutu ABC u tocˇki C, gdje su H2 i H3 definirane kao u lemi 2.4.
Teorem 2.9. Simsonovom pravcu sP tocˇke P kruzˇnice opisane trokutu ABC pripada po-
lovisˇte P0 duzˇine PH gdje je H ortocentar trokuta ABC.
Dokaz. Iz teorema 2.6 znamo da ortocentar H trokuta ABC pripada Steinerovom pravcu
dP. Promotrimo homotetiju Ψ sa sredisˇtem u tocˇki P i koeficijentom 12 .
Simsonov pravac sP slika je Steinerovog pravca dP, primijenimo li homotetiju Ψ.
Tocˇka H pripada Steinerovom pravcu dP, dakle tocˇka koja je slika tocˇke H pri homotetiji
Ψ pripada Simsonovom pravcu sP.
Oznacˇimo s P0 tocˇku homoteticˇnu tocˇki H. Tocˇka P0 dobivena tom homotetijom polovisˇte
je duzˇine HP. Pa zakljucˇujemo da polovisˇte P0 pripada Simsonovom pravcu sP.

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Teorem 2.10. Neka je P tocˇka kruzˇnice opisane trokutu ABC, H ortocentar trokuta ABC,
P0 je polovisˇte duzˇine PH. Tada tocˇka P0 pripada Feuerbachovoj kruzˇnici trokuta ABC.
Slika 2.9: Feuerbachova kruzˇnica trokuta ABC
Dokaz. Oznacˇimo Feuerbachovu kruzˇnicu s k′.
Zbog leme A.5 znamo da je Feuerbachova kruzˇnica trokuta ABC slika opisane kruzˇnice
trokuta ABC, sa sredisˇtem homotetije H i koeficijentom 12 . Kako je P0 polovisˇte duzˇine
PH primjenom te iste homotetije znamo da je P0 slika tocˇke P.
Kako P pripada kruzˇnici k tako P0, polovisˇte duzˇine PH, pripada Feuerbachovoj kruzˇnici
k′.

Poglavlje 3
Okomiti Simsonovi pravci
U ovom poglavlju promatrat c´emo medusoban odnos dvaju Simsonovih pravaca te u kak-
vom su medusobnom odnosu tocˇke kruzˇnice ako su Simsonovi pravci tih tocˇaka okomiti.
Istrazˇit c´emo geometrijsko mjesto tocˇaka presjeka dvaju okomitih Simsonovih pravaca.
Teorem 3.1. Neka su P i P′ dvije razlicˇite tocˇke kruzˇnice opisane trokutu ABC koje odreduju
dva Simsonova pravca sP i sP′ . Tada je kut izmedu Simsonovih pravaca sP i sP′ jednak po-
lovici sredisˇnjeg kuta nad kruzˇnim lukom P̂P′.
Slika 3.1: Kut dvaju Simsonovih pravaca
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Dokaz. Promotrimo situaciju kao na slici 3.1. Neka su tocˇke P i P′ na razlicˇitim kruzˇnim
lukovima. Neka je tocˇka P na kruzˇnom luku ĈA kojoj ne pripada tocˇka B, a tocˇka P′ na
kruzˇnom luku ÂB kojem ne pripada tocˇka C. Neka su P1, P2, P3 ortogonalne projekcije
tocˇke P na pravce BC,CA, AB, te P′1, P
′
2, P
′
3 ortogonalne projekcije tocˇke P
′ na pravce
BC,CA, AB.
Tocˇka Q presjek je pravca PP1 i kruzˇnice opisane trokutu ABC. Analogno definiramo i
tocˇku Q′. Oznacˇimo tocˇkom T presijek Simsonovih pravaca sp i sP′ .
Iz teorema 2.3 slijedi paralelnost pravaca:
AQ ‖ sp. (3.1)
Analogno, gledamo li tocˇku P′ imamo paralelnost:
AQ′ ‖ sP′ . (3.2)
Simsonovi pravci sP i sP′ sijeku se u tocˇki T dok se pravci AQ i AQ′ sijeku u tocˇki A.
Promotrimo kut koji zatvaraju Simsonovi pravci sP i sP′ , kut ^P′1T P1, i kut koji zatvaraju
pravci AQ i AQ′, kut ^Q′AQ. Kako je AQ ‖ sp i AQ′ ‖ sP′ uocˇavamo da su ^P′1T P1 i
^Q′AQ kutovi s paralelnim kracima pa vrijedi:
^P′1T P1 = ^Q
′AQ. (3.3)
Znamo da je ^Q′AQ obodni kut kruzˇnice nad kruzˇnim lukom Q̂′Q pa mozˇemo primijeniti
teorem o obodnom i sredisˇnjem kutu kruzˇnice nad istim kruzˇnim lukom te zakljucˇujemo
da je kut ^Q′AQ jednak polovini sredisˇnjeg kuta nad kruzˇnim lukom Q̂′Q. Primijenimo li
relaciju 3.3 dobijemo da je kut ^P′1T P1 jednak polovini sredisˇnjeg kuta nad kruzˇnim lukom
Q̂′Q. Kako su pravci PQ i P′Q′ okomiti na pravac BC slijedi da su medusobno paralelni te
zakljucˇujemo da je duljina kruzˇnog luka Q̂′Q jednaka duljini kruzˇnog luka P̂P′ pa imamo
da je kut ^P′1T P1 jednak polovini sredisˇnjeg kuta nad kruzˇnim lukom P̂′P. Cˇime smo
dokazali da je kut izmedu Simsonovih pravaca sp i sP′ jednak polovini sredisˇnjeg kuta nad
kruzˇnim lukom P̂P′.

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Teorem 3.2. Neka su P i P′ dvije razlicˇite tocˇke kruzˇnice k opisane trokutu ABC koje
odreduju dva Simsonova pravca sP i sP′ . Simsonovi pravci sP i sP′ su medusobno okomiti
ako i samo ako su tocˇke P i P′ dijametralno suprotne s obzirom na kruzˇnicu k.
Slika 3.2: Pravci sP i sP′ medusobno su okomiti
Dokaz. Neka su Simsonovi pravci sP i sP′ medusobno okomiti. Dokazat c´emo da su P i P′
dijametralno suprotne s obzirom na kruzˇnicu k.
Promatramo situaciju kao na slici 3.2. Neka je P1 ortogonalna projekcija tocˇke P na pravac
BC i P′1 ortogonalna projekcija tocˇke P
′ na pravac BC. Simsonovi pravci sP i sP′ su okomiti,
tj. kut koji zatvaraju ^(sP, sP′) = pi2 pa kao u dokazu prethodnog teorema znamo da je tada
i kut ^Q′AQ = pi2 , gdje je Q presjek pravca PP1 i kruzˇnice k te Q
′ presjek pravca P′P′1 i
kruzˇnice k.
Razlikovat c´emo slucˇajeve kada je:
Q , A i Q′ , A,
Q = A i Q′ , A,
Q , A i Q′ = A.
Znamo da polozˇaj tocˇaka Q i Q′ ovisi o izboru tocˇaka P i P′. Ako je Q = A onda je P
presjek okomice iz A na pravac BC i kruzˇnice k, a tako je u lemi 2.4 definirana tocˇka H1.
Analogno je i u slucˇaju kada je Q′ = A.
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Zbog toga razlikujemo slucˇajeve:
• Ako je P , H1 i P′ , H1.
Tada je: Q , A,Q′ , A pa iz teorema 2.3 znamo da je sP ‖ AQ, sP′ ‖ AQ′.
Kako su Simsonovi pravci sP i sP′ medusobno okomiti vrijedi okomitost pravaca AQ
i AQ′. Tocˇke A,Q,Q su tocˇke kruzˇnice k te pravci AQ i AQ′ mogu biti medusobno
okomiti samo ako je ^Q′AQ = pi2 , tj. Q i Q
′ su dijemetralno suprotne tocˇke s obzirom
na kruzˇnicu k. Kako je PQ ⊥ BA i P′Q′ ⊥ BC imamo paralelnost PQ ‖ P′Q′ i
dijametralno suprotne tocˇke Q i Q′ pa zakljucˇujemo da su tada P i P′ dijametralno
suprotne tocˇke kruzˇnice k.
• Ako je P = H1, onda je P′ , H1 (jer je P , P′).
Tada je: Q = A i Q′ , A. Jer je Q = A po teoremu 2.6 imamo da je sP ‖ tA, a zbog
toga sˇto je Q′ , A imamo da je sP′ ‖ AQ′.
Zbog okomitosti Simsonovih pravaca sP ⊥ sP′ zakljucˇujemo da je tA ⊥ AQ′ gdje je
tA tangenta kruzˇnice k u tocˇki A.
Kako su sP i sP′ medusobno okomiti vrijedi da su A i Q′ su dijametralno suprotne
tocˇke s obzirom na kruzˇnicu k ali je A = Q, odakle imamo da su Q i Q′ su dijame-
tralno suprotne tocˇke s obzirom na kruzˇnicu k. Analogno zakljucˇujemo da su tada P
i P′ dijametralno suprotne tocˇke kruzˇnice k.
• Ako je P′ = H1, onda je P , H1.
Na isti nacˇin zakljucˇimo:
Ako je sP ⊥ sP′ onda su Q i Q′ dijametralno suprotne tocˇke s obzirom na kruzˇnicu
k. Analogno, P i P′ su dijametralno suprotne tocˇke kruzˇnice k kada su Simsonovi
pravci sP sP′ medusobno okomiti.
U sva tri slucˇaja dosˇli smo do istog zakljucˇka ako su Simsonovi pravci sP i sP′ medusobno
okomiti tada su P i P′ su dijametralno suprotne tocˇke kruzˇnice k.
Ostaje nam pokazati da su Simsonovi pravci sP i sP′ medusobno okomiti ako su P i P′
dijametralno suprotne tocˇke kruzˇnice opisane trokutu ABC.
Taj obrat slijedi nam direktno iz prethodnog teorema. Ako znamo da su P i P′ dijametralno
suprotne tocˇke onda su i Q i Q′ dijametralno suprotne tocˇke po njihovoj definiciji. Tada
znamo i da je ^Q′AQ = pi2 . Kako je AQ ‖ sP i AQ′ ‖ sP′ zakljucˇujemo da je kut izmedu
Simsonovih pravaca pravi, tj. da su Simsonovi pravci medusobno okomiti.
Dakle, Simsonovi pravci sP i sP′ medusobno su okomiti ako i samo ako su P i P′ dijame-
tralno suprotne tocˇke kruzˇnice k. 
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Teorem 3.3. Neka je H ortocentar trokuta ABC i neka je O sredisˇte kruzˇnice opisane tro-
kutu ABC te neka su P i P′ dijametralno suprotne kruzˇnice k.
Simsonovi pravci sP i sP′ sijeku se u tocˇki R koja pripada Feuerbachovoj kruzˇnici trokuta
ABC.
Slika 3.3: Pravci sP i sP′ sijeku se u tocˇki Feuerbachove kruzˇnice
Dokaz. Neka je P tocˇka kruzˇnog luka ĈA kojemu ne pripada tocˇka B. Neka su tocˇke P
i P′ dijametralno suprotne tocˇke kruzˇnice k, tada su sP i sP′ okomiti pravci, koji se sijeku
u tocˇki R. Neka je k′ Feuerbachova kruzˇnica trokuta ABC. Tocˇka O je sredisˇte trokutu
opisane kruzˇnice k, a tocˇka O′ sredisˇte Feuerbachove kruzˇnice k′.
Promatramo homotetiju Ψ sa sredisˇtem u tocˇki H i koeficijentom 12 .
Znamo da je Feuerbachova kruzˇnica k′ trokuta ABC slika kruzˇnice k opisane trokutu pri-
mjenom homotetije Ψ, sˇto nam pokazuje i lema A.5 u dodatku rada.
Neka je P0 polovisˇte duzˇine HP i P′0 polovisˇte duzˇine HP′.
Promatramo djelovanje homotetije Ψ:
Ψ(P) = P0, znamo da je P ∈ k pa tada vrijedi da je P0 ∈ k′,
Ψ(P′) = P′0, znamo da je P
′ ∈ k pa tada vrijedi da je P′0 ∈ k′,
Ψ(O) = O′.
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Tocˇke P i P′ su dijametralno suprotne tocˇke kruzˇnice k i O polovisˇte duzˇine PP′.
Uocˇimo trokute PHP′ i P0HP′0. Kut pri vrhu H im je zajednicˇki, a krakovi im pripadaju
istim pravcima pa zakljucˇujemo da su trokuti PHP′ i P0HP′0 slicˇni po S-S-S poucˇku o
slicˇnosti trokuta. Znamo da O′ pripada pravcu P0P′0. Kako je O polovisˇte duzˇine PP′ zbog
slicˇnosti trokuta slijedi da je O′ polovisˇte duzˇine P0P′0. Tocˇke P0 i P
′
0 dijametralno su su-
protne s obzirom na kruzˇnicu k′. Dakle P0P′0 je promjer kruzˇnice k
′.
Znamo da su Simsonovi pravci sP i sP′ okomiti i da se sijeku u tocˇki R.
Kako P0 pripada Simsonovom pravcu sP te P′0 pripada Simsonovom pravcu sP′ zakljucˇujemo
da je
^P0RP′0 =
pi
2
,
a kako je P0P′0 promjer Feuerbachove kruzˇnice zakljucˇujemo da R pripada Feuerbachovoj
kruzˇnici.
Time smo pokazali da se okomiti Simsonovi pravci sijeku u tocˇki Feuerbachove kruzˇnice.

Poglavlje 4
Poopc´eni Simsonov pravac
Mozˇemo li nekako poopc´iti Simsonov pravac tocˇke P kruzˇnice opisane trokutu ABC s
obzirom na taj trokut? Moramo li uvijek promatrati ortogonalne projekcije tocˇke P? To
c´emo vidjeti u sljedec´em teoremu.
Teorem 4.1. Dan je kut α. Neka je ABC trokut i neka je P tocˇka kruzˇnice k opisane trokutu.
Neka su P′1, P
′
2, P
′
3 tocˇke na pravcima BC,CA, AB redom tako da pravci PP
′
1, PP
′
2, PP
′
3
zatvaraju s pravcima BC,CA, AB kut α.
Slika 4.1: Tocˇke P′1, P
′
2, P
′
3 su kolinearne
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Dokaz. Neka je P tocˇka kruzˇnog luka ĈA kojemu ne pripada tocˇka B. Neka je P3 tocˇka na
produzˇetku stranice AB.
Opisˇimo kruzˇnice kojima su duzˇine PP′2, PP
′
3 promjeri. Promatramo sliku 4.1. Te se
kruzˇnice sijeku u dvije tocˇke. Jedna od njih je tocˇka P, a drugu oznacˇimo tocˇkom M.
Zˇelimo prvo dokazati da su tocˇke P′3,M, P
′
2 kolinearne, tj. da je kut ^P
′
2MP
′
3 ispruzˇeni kut.
Promatrajmo kutove ^P′2MP i ^PMP
′
3.
Tocˇke P,M, P′2 su tocˇke kruzˇnice promjera PP
′
2. Prema teoremu o obodnom kutu nad pro-
mjerom kruzˇnice zakljucˇujemo da je ^P′2MP =
pi
2 . Analogno tome kut ^PMP
′
3 =
pi
2 jer je
to obodni kut nad promjerom kruzˇnice promjera PP′3.
Dakle, imamo da je ^PMP′3 = ^P
′
2MP =
pi
2 , tj. ^P
′
2MP
′
3 = pi, sˇto znacˇi da su tocˇke
P′2,M, P
′
3 kolinearne.
Opisˇimo kruzˇnicu kojoj je duzˇina PP′1 promjer. Uocˇimo da se sve tri kruzˇnice sijeku u
tocˇkama P i M.
Dokazˇimo da su tocˇke P′1,M, P
′
3 kolinearne, tj. da je kut ^P
′
1MP
′
3 = pi. Promatramo
kruzˇnice s promjerom PP′1 i PP
′
3.
Potpuno analogno pokazˇemo da je: ^PMP′3 = ^P
′
1MP =
pi
2 , tj. ^P
′
1MP
′
3 = pi.
Znamo da su tocˇke P′2,M, P
′
3 kolinearne i da su tocˇke P
′
1,M, P
′
3 kolinearne pa zakljucˇujemo
da su tocˇke P′1, P
′
2, P
′
3 kolinearne.

Definicija 4.2. Dan je kut α. Tocˇke P′1, P
′
2, P
′
3 su na pravcima BC,CA, AB redom tako
da pravci PP′1, PP
′
2, PP
′
3 zatvaraju s pravcima BC,CA, AB kut α. Tako definrane tocˇke
P′1, P
′
2, P
′
3 su kolinearne, pripadaju pravcu kojeg nazivamo poopc´eni Simsonov pravac.
Teorem 4.3. Dan je kut α. Neka je ABC trokut i P tocˇka kruzˇnice opisane tom trokutu.
Tada poopc´eni Simsonov pravac za dani kut α i danu tocˇku P sa Simsonovim pravcem
tocˇke P zatvara kut pi − α.
Dokaz. Neka je P tocˇka kruzˇnog luka ĈA kojemu ne pripada tocˇka B. Neka su P1, P2, P3
ortogonalne projekcije tocˇke P na pravce BC,CA, AB, gdje je P3 na produzˇetku stranice
AB, tocˇke P′1, P
′
2, P
′
3 su na pravcima BC,CA, AB redom tako da pravci PP
′
1, PP
′
2, PP
′
3 za-
tvaraju s pravcima BC,CA, AB kut α.
Imamo situaciju kao na slici 4.2. Uocˇimo trokute P′1P1P, P
′
2P2P i P
′
3P3P.
Po definiciji tocˇki P′1, P
′
2, P
′
3 imamo:
^P1P′1P = ^P2P
′
2P = ^P3P
′
3P = α.
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Slika 4.2: Presjek poopc´enog Simsonovog pravaca (sα) i Simsonovog pravca (sP)
Po definiciji tocˇki P1, P2, P3 imamo:
^PP1P′1 = ^PP2P
′
2 = ^PP3P
′
3 =
pi
2
.
Prema K-K-K poucˇku o slicˇnosti trokuta slijedi da su trokuti P′1P1P, P
′
2P2P i P
′
3P3P slicˇni.
Zbog slicˇnosti trokuta imamo jednakost svih kutova trokuta.
Oznacˇimo: ^P′1PP1 = ^P
′
2PP2 = ^P
′
3PP3 =
pi
2 − α.
Tocˇka M je sjecisˇte kruzˇnica iz prethodnog teorema. Pokazˇimo da je M sjecisˇte poopc´enog
Simsonovog pravca i Simsonovog pravca.
Opisˇimo kruzˇnice promjera PP′2 i PP
′
3. Iz dokaza teorema 4.3 znamo da se te kruzˇnice
sijeku u tocˇkama P i M. Promotrimo kruzˇnicu promjera PP′2 i tocˇku P2. Tocˇka P2 pripada
kruzˇnici promjera PP′2 jer je kut ^PP2P
′
2 pravi kut nad hipotenuzom PP
′
2, tj. nad promje-
rom kruzˇnice. Ako promatramo kruzˇnicu promjera PP′3 i tocˇku P3 analogno dolazimo do
zakljucˇka da tocˇka P3 pripada kruzˇnici promjera PP′3.
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Tocˇke P,M, P′2, P2 pripadaju kruzˇnici promjera PP
′
2. Primjenjujuc´i teorem o obodnim ku-
tovima nad kruzˇnim lukom P̂2P′2 imamo:
^P′2MP2 = ^P
′
2PP2 =
pi
2
− α.
Tocˇke P,M, P′3, P3 pripadaju kruzˇnici promjera PP
′
3. Ponovno primjenjujemo teorem o
obodnim kutovima nad kruzˇnim lukom P̂3P′3 imamo:
^P′3MP3 = ^P
′
3PP3 =
pi
2
− α.
Slijedi:
^P′2MP2 = ^P
′
3MP3 =
pi
2
− α.
Kako znamo da su P′2,M, P
′
3 kolinearne zakljucˇujemo da su ^P
′
2MP2 i ^P
′
3MP3 vrsˇni kutovi
pa su time i tocˇke P2,M, P3 kolinearne, tj. tocˇka M pripada i Simsonovom pravcu.
Dakle, tocˇka M je tocˇka presjeka Simsonovog pravca i poopc´enog Simsonovog pravca te
velicˇina kuta izmedu tih pravaca iznsi pi2 − α.

Poglavlje 5
Josˇ neki teoremi o Simsonovom pravcu
Polozˇaj Simsonovog pravca u ondosu na dani trokut ovisi o polozˇaju tocˇke P kruzˇnice opi-
sane tom trokutu. Sˇto se dogada ako imamo neki pravac i dani trokut, a ne tocˇku kruzˇnice
vidjet c´emo u sljedec´em teoremu.
Teorem 5.1. Neka je dan trokut ABC i pravac p. Neka su pa, pb, pc pravci simetricˇni
pravcu p s obzirom na pravce BC,CA, AB, redom. Neka je A presijek pravca pb i pc, B je
presijek pravca pa i pc, C je presijek pravca pa i pb.
Svi tako dobiveni trokuti A′B′C′, za razlicˇite pravce p, su medusobno slicˇni.
Slika 5.1: Trokut A′B′C′
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Dokaz. Imamo situaciju kao na slici 5.1. Neka pravac p sijecˇe stranice BC i CA trokuta
ABC.
Pravac pa preslikamo osnom simetrijom s obzirom na pravac BC te dobijemo pravac p.
Zatim pravac p osnom simetrijom s obzirom na pravac CA preslikamo u pravac pb.
U tom slucˇaju imamo kompoziciju osne simetrije s obzirom na pravac BC i osne simetrije
s obzirom na pravac CA. Znamo da se ti pravci sijeku u tocˇki C.
Lema A.1 nam kazˇe da je kompozicija dvije osne simetrije kojima se osi sijeku u nekoj
tocˇki rotacija s centrom u toj tocˇki i to za dvostruki kut sˇto ga zatvaraju te dvije osi.
Oznacˇimo unutarnje kutove trokuta ABC s α, β, γ.
U nasˇem slucˇaju imamo rotaciju za kut 2γ oko centra C koja preslikava pa 7−→ pb.
Analogno pravac pb preslikamo osnom simetrijom s obzirom na pravac CA te dobijemo
pravac p. Zatim pravac p osnom simetrijom s obzirom na pravac AB preslikamo u pravac
pc.
Ponovno imamo kompoziciju dvije osne simetrije sˇto je u ovom slucˇaju rotacija s centrom
u tocˇki A za kut 2α koja preslikava pb 7−→ pc.
Analogno, rotacija za kut 2β oko centra B preslikava pc 7−→ pa.
Vidimo dakle da kutovi trokuta A′B′C′ ne ovise o polozˇaju pravca p nego samo o pravcima
kojima pripadaju stranice trokuta, tj. o kutovima danog trokuta ABC, cˇime dokazujemo
teorem.

Teorem 5.2. Neka su dana cˇetiri pravca p1, p2, p3, p4 od kojih se nijedna tri ne sijeku.
Svaka trojka od tih pravaca odreduje jedan trokut cˇiji su vrhovi sjecisˇta tih pravaca, a
stranice trokuta pripadaju tim pravcima. Neka je A presijek pravaca p1 i p2, B presijek
pravaca p1 i p3, C presijek pravaca p1 i p4, D presijek pravaca p2 i p3, E presijek pravaca
p2 i p4, F presijek pravaca p3 i p4. Tada kruzˇnice opisane trokutima DEF, BCF, ACE i
ABD prolaze jednom tocˇkom P te ravnine.
Dokaz. Promatramo situaciju kao na slici 5.2.
Neka je k1 kruzˇnica opisana trokutu DEF, k2 kruzˇnica opisana trokutu BCF, k3 kruzˇnica
opisana trokutu ACE, k4 kruzˇnica opisana trokutu ABD. Neka su P1, P2, P3, P4 ortogo-
nalne projekcije tocˇke P na pravce pa, pb, pc, pd.
Promotrimo sjecisˇta kruzˇnica k3 i k4. One se sijeku u dvije tocˇke. Jedna je tocˇka A, a drugu
oznacˇimo s P.
Promotrimo trokut ABD. Ortogonalne projekcije tocˇke P na pravce kojima pripadaju stra-
nice trokuta ABD su P1, P2, P3 jer stranice trokuta ABD pripadaju pravcima pa, pb, pc.
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Slika 5.2: Kruzˇnice opisane trokutima koje odreduju cˇetiri pravca prolaze istom tocˇkom P.
Ortocentri trokuta pripadaju Steinerovom pravcu tocˇke P.
Znamo da su te tocˇke kolinearne i da pripadaju Simsonovom pravcu sP tocˇke P s obzirom
na trokut ABD.
Promotrimo i trokut ACE. Ortogonalne projekcije tocˇke P na pravce kojima pripadaju
stranice trokuta ACE su P1, P2, P4 jer stranice trokuta ACE pripadaju pravcima pa, pb, pd.
Analogno, P1, P2, P4 su kolinearne, tj. tocˇke Simsonovog pravca tocˇke P s obzirom na
trokut ACE.
Tocˇke P1, P2, P3 su kolinearne i tocˇke P1, P2, P4 su kolinearne pa odmah zakljucˇujemo
da su sve cˇetiri ortogonalne projekcije P1, P2, P3, P4 kolinearne tocˇke. Odnosno tocˇke
P1, P2, P3, P4 pripadaju Simsonovom pravcu tocˇke P s obzirom na trokute ABD i ACE.
Kako stranice trokuta DEF pripadaju pravcima p2, p3, p4, a stranice trokuta BCF pripa-
daju pravcima p1, p3, p4 znamo da i ortogonalne projekcije tocˇke P na stranice tih trokuta
pripadaju Simsonovom pravcu tocˇke P s obzirom na trokute DEF i BCF.
Konacˇno mozˇemo zakljucˇiti da sve cˇetiri ortogonalne projekcije pripadaju Simsonovom
pravcu tocˇke P s obzirom na sva cˇetiri trokuta. 
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Teorem 5.3. Neka su H1,H2,H3,H4 redom ortocentri trokuta DEF, BCF, ACE i ABD
koji su definirani u prethodnom teoremu. Tada su H1,H2,H3,H4 kolinearne i pripadaju
Steinerovom pravcu tocˇke P s obzirom na sva cˇetiri trokuta DEF, BCF, ACE i ABD.
Dokaz. Promatramo sliku 5.2.
Iz teorema 2.6 znamo da ortocentar trokuta pripada Steinerovom pravcu tocˇke P s obzirom
na dani trokut i da je Steinerov pravac slika Simsonovog pravca tocˇke P s obzirom na dani
trokut pri homotetiji sa sredisˇtem u tocˇki P i koeficijentom 2.
Mozˇemo zakljucˇiti da je Simsonov pravac danog trokuta jednako udaljen od tocˇke P i Ste-
inerovog pravca tocˇke P s obzirom na sva cˇetiri trokuta.
Tocˇka P zajednicˇka je tocˇka sve cˇetiri kruzˇnice k1, k2, k3, k4.
Iz prethodnog teorema znamo da ortogonalne projekcije P1, P2, P3, P4 tocˇke P na stranice
trokuta DEF, BCF, ACE i ABD pripadaju Simsonovom pravcu tocˇke P s obzirom na sva
cˇetiri trokuta.
Steinerov pravac svakog od danih trokuta je paralelan s tim zajednicˇkim Simsonovim prav-
cem. Svi ti Steinerovi pravci su slika Simsonovog pravca pri homotetiji sa sredisˇtem u tocˇki
P i koeficijentom 2. Kako je P zajednicˇka tocˇka svih opisanih kruzˇnica k1, k2, k3, k4 trokuta
DEF, BCF, ACE i ABD zakljucˇujemo da se Steinerovi pravci tocˇke P s obzirom na tro-
kuta DEF, BCF, ACE i ABD poklapaju.
Dakle, ortocentri H1,H2,H3,H4 trokuta DEF, BCF, ACE i ABD su kolinearni i pripadaju
Steinerovom pravcu tocˇke P s obzirom na sva cˇetiri trokuta, te je Simsonov pravac tocˇke P
s obzirom na sva cˇetiri trokuta DEF, BCF, ACE i ABD jednako udaljen od njega kao i od
tocˇke P.

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Neka je dan je cˇetverokut kojemu je opisana kruzˇnica. Promatramo Simsonove pravce
svake od tocˇaka A, B,C,D s obzirom na trokut odreden preostalim trima tocˇkama kao nje-
govim vrhovima. Tada imamo cˇetiri pravca, a sljedec´i teorem pokazat c´e da se ti pravci
sijeku u jednoj tocˇki.
Teorem 5.4. Cˇetverokut ABCD upisan je u kruzˇnicu. Neka je sA Simsonov pravac tocˇke A
s obzirom na trokut BCD. Slicˇno definiramo sB, sC, sD. Tako definirani pravci sijeku se u
jednoj tocˇki.
Slika 5.3: Cˇetverokut ABCD upisan u kruzˇnicu
Dokaz. U dokazu koristimo Hamiltonov poucˇak A.7 koji kazˇe:
Neka je ABC trokut, H ortocentar trokuta i O sredisˇte opisane kruzˇnice trokuta ABC. U
trokutu ABC tada vrijedi:
−→
OA +
−→
OB +
−−→
OC =
−−→
OH.
Koristimo i svojstvo da Simsonovom pravcu tocˇke P kruzˇnice opisane trokutu ABC s ob-
zirom na trokut ABC pripada polovisˇte duzˇne PH, gdje je H ortocentar trokuta ABC.
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Promatramo situaciju kao na slici 5.3.
Neka je sA Simsonov pravac tocˇke A s obzirom na trokut BCD kojemu je HA ortocentar.
Tada Simsonovom pravcu sA pripada polovisˇte duzˇine AHA. Oznacˇimo polovisˇte duzˇine te
duzˇine s KA. Analogno definiramo Simsonove pravce sB, sC, sD te polovisˇta KB,KC,KD.
Pokazat c´emo da su polovisˇta KA,KB,KC,KD ista tocˇka K.
Dokazˇimo prvo da je KA = KD. Kada bi polovisˇe duzˇine AHA i DHD bila ista tocˇka K imali
bi dva sukladna trokuta AKHD i DKHA, po S-K-S poucˇku o sukladnosti trokuta (vrsˇni ku-
tovi i krakovi jednakih duljina).
Zbog toga je dovoljno pokazati da je |AHD| = |DHA| ili da je −−−→AHD = −−−→DHA.
Kako je HD ortocentar trokuta ABC upisanog kruzˇnici sa sredisˇtem u tocˇki O po Hamilto-
novu poucˇku vrijedi: −−−→
OHD =
−→
OA +
−→
OB +
−−→
OC
i time −−−→
OHD − −→OA = −→OB + −−→OC.
Oduzimanjem vektora na lijevoj strani dobijemo vektor
−−−→
AHD, a zbrajanjem vektora na
desnoj strani pravilom paralelograma (romba) dobijemo vektor 2
−→
OI gdje je I polovisˇte
duzˇine BC. −−−→
AHD = 2
−→
OI. (5.1)
Na analogan nacˇin promatramo ortocentar HA trokuta BCD upisanog kruzˇnici sa sredisˇtem
u tocˇki O te pokazˇemo da vrijedi: −−−→
DHA = 2
−→
OI. (5.2)
Iz relacija 5.1 i 5.2 imamo:
−−−→
AHD =
−−−→
DHA, tj. KA = KD.
Analogno dokazˇemo da je KA = KB te KA = KC.
Time smo dokazali da se Simsonovi pravci sA, sB, sC, sD koji redom sadrzˇe polovisˇta duzˇina
AHA, BHB,CHC,DHD sijeku u zajednicˇkoj tocˇki K. 
Dodatak A
U dokazima teorema koristili smo neke osnovne poznate teoreme. Navedimo ih.
Lema A.1 (Talesov teorem o obodnom i sredisˇnjem kutu). Sredisˇnji kut nad nekim lukom
dane kruzˇnice jednak je dvostrukom obodnom kutu nad istim lukom.
Prema ovome teoremu, obodni kutovi nad istim kruzˇnim lukom su sukladni.
Iduc´i teorem takoder je posljedica vec´ navedenog teorema.
Lema A.2 (Talesov teorem o kutu nad promjerom kruzˇnice). Neka je dana kruzˇnica k.
Ako je AB promjer kruzˇnice, a C bilo koja tocˇka kruzˇnice razlicˇita od tocˇki A i B, onda je
kut ^ACB pravi.
Lema A.3 (Kut tangente i sekante kruzˇnice). Neka je dana kruzˇnica k i neka je T tocˇka
kruzˇnice. Kut sˇto ga zatvaraju tangenta u tocˇki T i sekanta kruzˇnice koja prolazi tocˇkom T
jednak je obodnom kutu nad lukom koji odreduje ta tangenta.
Lema A.4 (Feuerbachova kruzˇnica). Neka su A′, B′, C′ polovisˇta stranica BC, CA, AB, Av,
Bv, Cv nozˇisˇta visina, a H ortocentar trokuta ABC te neka su A′v, B
′
v, C
′
v polovisˇta duzˇina
HA, HB, HC. Devet tocˇaka A′, B′, C′, Av, Bv, Cv, A′v, B
′
v, C
′
v lezˇe na jednoj kruzˇnici kojoj
su A′A′v, B′B′v, C′C′v promjeri. Tu kruzˇnicu nazivamo Feuerbachova kruzˇnica. Sredisˇte je u
tocˇki E, polovisˇtu duzˇine OH, gdje je O sredisˇte kruzˇnice opisane trokutu.
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Lema A.5. Za dani trokut Feuerbachova kruzˇnica k′ i opisana kruzˇnica k homoteticˇne su
kruzˇnice s centrom homotetije u ortocentru H i koeficijentom 12 .
Dokaz. Promotrimo tri duzˇine AH, BH,CH sˇto spajaju ortocentar H s vrhovima A, B,C
danog trokuta ABC i polovisˇta K, L,M tih duzˇina.
Neka je s Φ oznacˇena homotetija sa sredisˇtem u ortocentru H koja preslikava:
A 7−→ K
B 7−→ L
C 7−→ M
Koeficijent takve homotetije ocˇito je 12 .
Dakle, imamo homotetiju Φ sa sredisˇtem u ortocentru H i koeficijentom 12 .
Opisana kruzˇnica trokutu ABC jednoznacˇno je odredena s te tri tocˇke. Ona se homotetijom
Φ preslikava u kruzˇnicu koja prolazi tocˇkama K, L,M. Znamo da tocˇke K, L,M pripdaju
Feuerbachovoj kruzˇnici k′. S tri tocˇke je kruzˇnica jednoznacˇno odredena. Time je lema
dokazana.

Lema A.6. Kompozicija dvije osne simetrije o1 i o2, kojima se osi s1 i s2 sijeku u tocˇki S ,
je rotacija r = o1o2 s centrom u tocˇki S i kutom rotacije 2ϕ, pri cˇemu je ϕ orijentirani kut
sˇto ga zatvaraju pravci s1 i s2.
Slika A.1: Kompozicija dviju osnih simetrija je rotacija
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Dokaz. Simetrija o1 preslikava tocˇku A u tocˇku A′, a simetrija o2 preslikava tocˇku A′ u
tocˇku A′′. Produkt te dvije simetrije preslikava tocˇku A u tocˇku A′′.
Dakle, neka je A′ = o1(A) i A′′ = o2(A). Tada je A′′ = o1o2(A).
Neka je M polovisˇte duzˇine AA′ i N polovisˇte duzˇine A′A′′.
Znamo da vrijedi: |S A| = |S A′| = |S A′′|, te za kutove:
^AS A′′ = ^AS A′ + ^A′S A′′ = 2 · ^MS A′ + 2 · ^A′S N = 2 · (^MS A′ + ^A′S N)
^AS A′′ = 2 · ^MS N = 2 · ϕ.

Lema A.7 (Hamiltonov poucˇak). Neka je ABC trokut, H je ortocentar trokuta ABC i O je
sredisˇte kruzˇnice opisane trokutu ABC.
Tada u trokutu ABC vrijedi:
−→
OA +
−→
OB +
−−→
OC =
−−→
OH.
Slika A.2: Tezˇisˇte T , ortocentar H i sredisˇte O opisane kruzˇnice trokuta ABC
Dokaz. Neka je T tezˇisˇte trokuta ABC.
Zbrojamo vektore
−→
OA,
−→
OB,
−−→
OC:
−→
OA +
−→
OB +
−−→
OC =
−−→
OT +
−→
T A +
−−→
OT +
−→
T B +
−−→
OT +
−→
TC = 3
−−→
OT + (
−→
T A +
−→
T B +
−→
TC). (A.1)
Prema teoremu o Eulerovom pravcu znamo da su tezˇisˇte T , ortocentar H i sredisˇte trokutu
opisane kruzˇnice O trokuta ABC kolinearne tocˇke pri cˇemu vrijedi:
−−→
HT = 2
−−→
TO, zato je
3
−−→
OT =
−−→
OH.
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Prema poucˇku o tezˇisˇtu trokuta i tome da je zbroj vektora tezˇisˇnica jednak nulvektoru
znamo da za tezˇisˇte T trokuta ABC vrijedi:
−→
T A +
−→
T B +
−→
TC.
Primjenimo li sada to na relaciju A.1 imamo:
−→
OA +
−→
OB +
−−→
OC =
−−→
OH = 0.

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Sazˇetak
Na pocˇetku ovog diplomskog rada definiramo Simsonov pravac kao pravac kojemu pri-
padaju ortogonalne projekcije tocˇke P kruzˇnice opisane trokutu ABC na pravce kojima
pripadaju stranice tog trokuta. Upoznamo se i s nekim njegovim svojstvima. Nakon toga
definiramo josˇ jedan skup kolinearnih tocˇaka koje pripadaju Steinerovom pravcu. U nas-
tavku poglavalja o Steinerovom pravcu navode se i dokazuju svojstva Steinerovog pravca,
zatim veza Simsonovog pravca i Steinerovog pravca te josˇ neka posebna svojstva Simso-
novog pravca.
Trec´e poglavlje posvec´eno je medusobnom odnosu dvaju Simsonovih pravaca, dok se u
cˇetvrtome poglavlju susrec´emo s poopc´enim Simsonovim pravcem te njegovim odnosom
sa Simsonovim pravcem.
Na samom kraju rada promatramo Simsonove pravce svakog od vrhova tetivnog cˇetverokuta.
Summary
At the beginning of this thesis Simson’s line with it’s proporties is defined. It’s a line
that encompasses the orthogonal projection of a point P of a circle of a triangle ABC
on the line’s that belong to the sides of the triangle. Furthermore, a set of colinear points
belonging to Steiner’s line is defined. In the following chapter the properties of the Steiner’s
line are are listed and proved. Additionally we introduce the link between Steiner’s line
and Simson’s line.
Third chapter is dedicated to the relationship between the two Simson’s lines, while in the
fourth we meet generalized Simsons line and it’s relationship to Simsons line.
At the very end we observe Simson’s line of each of the vertices of a cyclic quadrilateral.
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